PASSAGE A LA LIMITE SOUS L’INTEGRALE

On souhaite établir des conditions suffisantes permettant d’écrire :

/IlirllnfnzliTan/Ifnoubien /Ian:Z/Ifn

Nous discuterons de plusieurs cas selon que :

> Dintégrale se fait sur un segment ou sur un intervalle non compact,
> on a affaire & une suite de fonctions (fy)nen ou bien une série de fonctions " f,,
> les différents modes de convergence de la suite/série de fonctions (convergence simple ou convergence uniforme).

Un exemple qui marche :

P 1
> pour f(z) = — . Alors fa(t)dt = / — e—1= / exp(t) dt

il 0.1 Z e (’f EDIES 0.1
Deux exemples qui ne marchent pas :

> pour f(z) = ﬁ Alors < / fa(t) dt> n’admet pas de limite tandis que / exp(t)dt = 1...
]—00,0] neN ]—00,0]

> Deux phénomenes de bosses glissantes :

N 1
A distance infinie f,(x) = . T jn,2n)(2) et & distance finie g, (2) = n - L1 /p,2/0) ().

I — Définitions et exemples

—‘ Définitions des différents modes de convergence d’une suite de fonctions : (1) I—

Soient D C R non vide, (fn)nen une suite de fonctions de D dans R et f : D — R.
On dit que la suite de fonctions (fn)nen converge vers la fonction f ..
(1) : SIMPLEMENT siVa € D, f,(z) — f(x);

n—oo

(2) : UNIFORMEMENT i a partir d’un certain rang, chaque f, — f est bornée sur D et lilil I fn — flleo = 0.
n—-+oo

Exemples élémentaires : (2)

. . \ x . 5 9
La suite de fonctions (fn)nen 0t fr, : @ € R — = converge simplement vers la fonction nulle, mais la convergence
n

n’est pas uniforme.
n

La suite de fonctions (fn)nen 04 fr : 2 € [0, +00[— 1 _T_ — converge simplement vers la fonction
x
0 stz €0,1]
frx— 172 siz=1 , mais la convergence n’est pas uniforme.

1 st x €]1, +o00]
En particulier, une limite simple de fonctions continues peut ne pas étre continue.
De méme, une limite simple de fonctions continues par morceaux peut ne pas étre continue par morceaut.
Si on fize x et € > 0, il existe un rang dépendant de x et de ¢ tel que |f,(z) — f(z)| < . On peut écrire
“z € [0,+0c0[, Ve > 0,3N, . € N:..” Ce choiz de N n’est donc pas uniforme en x !



— Définitions : (3) |
Soient D C R non vide, (fn)nen une suite de fonctions de D dans R et f : D — R.
On dit que la série y f, converge vers la fonction f ..
(1) : SIMPLEMENT siVz € D, Y, fu(z) = f(z) ;
(2) : UNIFORMEMENT si la suite de fonctions (Y p_q fr) converge uniformément vers f ;
(3) : NORMALEMENT s%l y a convergence simple et s’il existe une suite (a,)nen réelle positive telle que :

Vn eN, | fu(@)|oo < an et Zan < 400

Exemple élémentaire : (4)
k
x
Posons fn(z) = exp(—x)- e La série de fonctions Y f, converge simplement sur Ry vers la fonction constante

égale a 1. Cette convergence n’est pas uniforme, ni normale.

Exercice 1 : Convergence uniforme implique convergence simple

(1) : Montrer que si (fn)nen converge vers f uniformément sur D, alors (fn)nen converge simplement vers f.
(2) : Montrer que si Yy fn, converge vers f uniformément sur D, alors Y f, converge simplement vers f.

(3) : Montrer que si Y fn converge normalement vers f, alors 3" f,, converge uniformément vers f.

Exemples a connaitre : (5)

mn
Soit fn(z) =", gn(z) = -
(1) : La suite de fonctions (fn)nen -
converge simplement sur ] —1,1]
converge uniformément sur tout segment [-14+¢,1—¢] o 0 < e < 1.

ne converge pas uniformément sur | —1,1]
(2): La série de fonctions > fp :

converge simplement sur | —1,1]
converge normalement donc uniformément sur tout segment [—1 +¢e,1 —¢] o 0 < e < 1.

ne converge pas uniformément sur ] —1,1[
(3): La suite de fonctions (gn)nen :

converge uniformément donc simplement sur [—1,1]
(4): La série de fonctions > g, :

converge simplement sur [—1,1]
converge uniformément sur tout segment [—1,1 —¢] o 0 < e < 1.
ne converge pas uniformément sur [—1,1]

converge normalement sur tout segment [-1+¢€,1 —¢] ou 0 < e < 1.

ne converge pas normalement sur | — 1,1[ (en pratique, lorsque la convergence est uniforme mais non
normale, on est souvent dans le cas d’une série alternée : on majore alors la valeur absolue du reste par
l1gn+1llo0)-



II — Intégration terme a terme

“ Intégration terme & terme de convergence uniforme (6)
(1) : Soit (fn)nen une suite de fonctions continues du segment [a,b] dans R et f : I — R telle que
lim || fn — flloo =0 (convergence uniforme sur le segment [a,b]). Alors

f= lim fn-
[ap] "7+ )
2): Soit (gn)neN une suite de fonctions continues du segment [a,b] dans R et g : I — R telle que
hm Il ng — 3|loc =0 (convergence uniforme de la série Y g, sur le segment [a,b]). Alors :

+oo
/[a,b] Z /a b]

k=0

Lemme de BEPPO LEVI  (7)
Intégration terme a terme fonctions positives continues par morceaux sur un intervalle
Soit (gn)nen une suite de fonctions de I dans R continues par morceaux positives et g : I — R continue par

morceaux positive telle que Va € I, g(x ng (convergence simple). Alors :
o0
=5l
=%,
(égalité dans [0, +0o0] ).
Admis

(8) |

“ Théoréme d’intégration terme a terme de BEPPO LEVI (cas vectoriel)
Soit (g,) une suite de fonctions de I dans E continues par morceaux et g : I — E continue par morceaux telle

Z gk (x) (convergence simple).

oo o0
§ Z/Hgkﬂ < 400 ou /ZHng < 400 alors g est intégrable
k=071 Tk=0

que pour tout x € I : g(x

Si l'une des conditions suivantes est réalisée

o0
sur I et on a /Hg” < Z/H%H et
I k=01

fo=3 for

Admis

Exemple : (9)

— 400 ‘7+°O 1
1) : / —In(l —e ) dt = 5 = ((2).
-0 n= 1 n:l
—+o0 0 _H'OO ) ( 1) +1 1
n e —nt _1\n
@ [ mae =% / M=y =) = 5((2).
—0 =il n=t




Contre-exemple avec > 7 / | frull = 400 = (10)
I

fn(.’L) = (_1)71 Sln(l)l[nrr,(n+2)7r] (.CE')

IIT — Convergence dominée

*{ Théoréme de convergence dominée : cas réel positif : (11) }

Soit (fn) une suite de fonctions de I dans R continues par morceauz et ¢ : I — R continue par morceauz telles
que :
(i) Vzel, fo(z) — 0;
n— o0

(i) YxeI,VneN,0< fulz) < p(x);
(iii) /Lp < +o0.

I
Alors /fn — 0.

I

n—oo

Admis

*{ Théoréme de convergence dominée : cas vectoriel : (12) }

Soit (fn) une suite de fonctions de I dans E continues par morceauz, f : I — E continue par morceaux et
@ : I — R continue par morceaux telles que :

(i) Voel, fu(z) — fx);
(i) Vrxel, VneN, |fu(2)] < ¢(@);

(iii) ¢ < +00.
I

Alors les fr, et f sont intégrables et on a /fn — | f.
I

n—00 T

Admis

Exemple et contre exemple : (13)

—+00
Calcul de /eftln(t)dt

—0

Soient f(t) = e~ 'In(t) et fu(t) = (1 — L)"In(t)1n(t). On a |ful < |f], |f] est intégrable sur ]0,4o0[ et
f=lim f,. Donc / f= lim (1- E)'"’ In(t)dt = lim I,.
n n—00

10,4-00[ ne Ji=0

1

I, = n/ (1 —w)"In(nu) du
u=0

1

=22 ([0 = (1 = w)" ) In(nu)]y_p — / I+ =-u)+---+(1—u)")du)

1 1 u=0
— n

 n+l (ln(n) -1- 2 T n+1)

— —7.

n—oo

Contre-exemple sans domination : fn = 1 ni1)-
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“ Théoréme de convergence dominée : cas d’un paramétre réel : (14) }

Soient J C R, A\g € RU {£oo} adhérent a J, (fr)res une famille de fonctions de I dans E continues par
morceauz, f : I — E continue par morceauz et ¢ : I — R continue par morceauz telles que :
(i) Vzxel, fa(z) — f(x);
A= Ao
(ii) Nz eI, YAXeJ, | ()| <el);
(i) <p < +o0.

Alors les fy et f sont intégrables et on a /f)\
)\ﬁv\o I

IV — Intégration terme a terme d’une série de fonctions

Exercice 2 : Des classiques
Montrer que

+oo +oo ER ] 400

t 1 sint 1

dt = E —. dt = E —_.

/0 et —1 — 2 /0 et —1 — n? 4+ 1
n=1 n=1

1 +oo — 1 +oo
Int < (=)t / 21—t _ (="
/0 1+t2dtiz(2n+1)2' 0 Bedt = Zn'(w—o—n)'

n=0
1
[ a5
) n”

V — Convergence dominée

Exercice 3 : Intégration terme a terme ———
Pour chaque égalité, vérifier que le théoréme d’intégration terme a terme ne peut pas s’appliquer et montrer alors
l’égalité en utilisant le théoréeme de convergence dominée.

1 +oo
1 1"
/ df:g "
o 1+1¢2 2n+1

0 1+t B n+2

Exercice 4 : Intervertion limite et intégrale ———
Calculer les limites des suites dont les termes générauz sont les suivants :

/4
an—/ tan” zdx

x"+c”

)
] d
e[

sm nt
nt 4+ t2
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